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1 定義

本ドキュメントでは, NumRu::EP Flux で定義される Eliassen-Palm Flux(EP-

Flux) 計算モジュールその他の解説を行う. 今のところ, 球面上の EP-Flux の

みをサポートしている. 数理モデルは Andrews et al(1987) の第 3 章を参考にした

[1].

1.1 EP-Flux とTEM 系の運動方程式

Andrews et al(1987)における球面上の EP-Flux は次のように定義される.

Fy = ρ0a cos φ

(
∂u
∂z

v′θ′
∂θ
∂z

− u′v′
)

Fz = ρ0a cos φ

([
f −

∂u cos φ
∂φ

a cos φ

]
v′θ′
∂θ
∂z

− u′w′
)

.





(1.1)

Fy, Fzがそれぞれ EP-Flux の緯度成分, および鉛直成分である. ?̄は東西平均量, ?′

は東西平均量からの擾乱成分を表す. ここで, u, v, w, θはそれぞれ東西風速,南北風

速, 鉛直風速, 温位である. また z, φは高度および緯度, aは惑星半径 (定数), ρ0は

参照密度プロファイル, f はコリオリパラメータで自転角速度Ωを用いて 2Ω sin φ

と定義する.

一方, 本モジュールでは次式で定義される量 F̂y, F̂zを EP-Flux と呼ぶ.

F̂y = σ cos φ

(
∂u
∂z

v′θ′
∂θ
∂z

− u′v′
)

F̂z = σ cos φ

([
f −

∂u cos φ
∂φ

a cos φ

]
v′θ′
∂θ
∂z

− u′w′
)





(1.2)

ここで σ は圧力に比例する無次元量で, 大気の参照密度に相当する量である.

σ ≡ p

p00

= exp

(−z

H

)
, (1.3)

Hは圧力対数座標におけるスケールハイト (定数)である. (1.1)式との違いは

1. 惑星半径 aがかかっていない (惑星半径で規格化している)

2. 参考密度プロファイル ρ0の代わりにそれに比例する無次元量σを用いている
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である.

σと ρ0の次元の違いを無視すればFy, Fzと F̂y, F̂zは以下のように関係付けられる.

(Fy, Fz) = a(F̂y, F̂z) (1.4)

球面上の発散は以下の形で定義する.

∇·F̂ =
1

a cos φ

∂Fy cos φ

∂φ
+

∂Fz

∂z
(1.5)

また残差循環 (0, v̄∗, w̄∗)を以下の形で定義する.

v∗ ≡ v̄ − 1

σ

∂

∂z

(
σ

v′θ′

∂θ
∂z

)
(1.6)

w∗ ≡ w̄ +
1

a cos φ

∂

∂φ

(
cos φ

v′θ′

∂θ
∂z

)
(1.7)

これより変形オイラー平均 (TEM)系の流体の運動方程式は

∂ū

∂t
+ v̄∗

[
1

a cos φ

∂(ū cos φ)

∂φ
− f

]
+ w̄∗∂ū

∂z
− X̄ =

1

σ cos φ
∇·F̂ (1.8)

と書ける. 右辺において, 惑星半径 aで割っていないところが通常の TEM 系の運

動方程式と異なるところであるが, F̂ = (F̂y, F̂z)が惑星半径で規格化した EP-Flux

であることを考慮すれば納得されるだろう. このように, 右辺の量は一般的に定義

される TEM 系の運動方程式同様に加速を意味することになる.

1.2 質量流線関数

残差循環は双方に σをかけると非発散となる. これを用いて本モジュールでは残

差循環の質量流線関数Ψ∗を

σv̄∗ = −g
1

2πa cos φ

∂

∂p
Ψ∗ (1.9)

σw̄∗ = g
1

2πa2 cos φ

∂

∂φ
Ψ∗ (1.10)

と定義する. ここで z(log-P)系から圧力座標系への変換は (1.3)から

∂

∂z
Ψ∗ = − p

H

∂

∂p
Ψ∗ (1.11)
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を用いる. 本モジュールでは上式を積分して, 大気上端 (p = 0)においてΨ∗ = 0と

して,

Ψ∗(θ, p) =
2πa cos φ

g

∫ p

0

v̄∗ dp (1.12)

として質量流線関数を導く.

1.3 変数変換

入力されるデータの鉛直軸が気圧軸であった場合, 以下の関係式を用いて高度軸に

変換し, 計算を行う.

z = −H log

(
p

p00

)
, (1.13)

p = p00 exp
(
− z

H

)
(1.14)

ここで pは圧力, p00は地表面参考気圧 (定数)である.

入力が θや w でなく, 気温 T , 圧力「速度」ω ≡ Dp/Dt の場合はそれぞれを元に

w, θを求める必要がある. ここでは以下の式を用いてw, θを求めた.

w = −ωH/p (1.15)

θ = T

(
p00

p

)κ

, κ = R/Cp (1.16)

ここでR, Cpはそれぞれ乾燥空気の気体定数および定圧比熱である. また (1.7)式

は (1.5)式を用いて

θ = T exp
(κz

H

)
(1.17)

と書くことができる.
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2 テストプログラムの関数

本節ではテストプログラム (demo/test.rb)中で用いる解析関数の概要を述べる. テ

ストプログラムではメソッドに与える引数に関する 3 つのパターンについてそれ

ぞれテストを行う. パターン 2, パターン 3で用いられる関数はパターン 1で定義

されるものと同一である.

2.1 パターン 1: W, 温度, z 座標

テスト用の関数を以下で定義する.

u(λ, φ, z) = sin λ cos φ + 10 + z,

v(λ, φ, z) = 2 sin λ cos φ + 20,

w(λ, φ, z) = 3 sin λ cos φ + 30,

T (λ, φ, z) = 4 sin λ cos φ + 40,

ここで u は東西風速 [m/s], v は南北風速 [m/s], w は鉛直速度 [m/s], T は温度 [K],

(λ, φ)は経度および緯度, そして zは高度 [m]とする. u, v, T, ω それぞれの東西平

均および擾乱成分は

u = 10 + z,

v = 20,

w = 30,

θ = 40

(
p00

p

)κ

,

= 40 exp
(κz

H

)
,

u′ = sin λ cos φ,

v′ = 2 sin λ cos φ,

w′ = 3 sin λ cos φ,

θ′ = 4 sin λ cos φ exp
(κz

H

)
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とかける. これらより渦運動量フラックス, 渦熱フラックスはそれぞれ

u′v′ =
1

2π

∫ 2π

0

2 sin2 λ cos2 φ dλ

= cos2 φ

v′θ′ =
1

2π

∫ 2π

0

8 sin2 λ cos2 φ exp
(κz

H

)
dλ,

= 4 cos2 φ exp
(zκ

H

)
,

u′w′ =
1

2π

∫ 2π

0

3 sin2 λ cos2 φ dλ

= 1.5 cos2 φ

となる.

また ∂u
∂z
および ∂θ

∂z
は

∂u

∂z
= 1

∂θ

∂z
=

40κ

H
exp

(κz

H

)
(2.18)

となる.

コリオリパラメータ f は

f = 2Ω sin φ (2.19)

で定義される. ここでΩは自転角速度である. これより絶対渦度の東西平均値は

M = f −
∂u cos φ

∂φ

a cos φ
(2.20)

= f +
10 + z

a
tan φ (2.21)
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とかける. これらを用いて Eliassen-Palm Flux は

Fy = exp

(−z

H

)
cos φ

(
4 cos2 φ exp

(
κz
H

)
40κ
H

exp
(

κz
H

) − cos2 φ

)

= exp

(−z

H

)
cos3 φ

(
H

10κ
− 1

)
, (2.22)

Fz = exp

(−z

H

)
cos φ

([
f +

10 + z

a
tan φ

]
4 cos2 φ exp

(
κz
H

)
40κ
H

exp
(

κz
H

) − 1.5 cos2 φ

)

= exp

(−z

H

)
cos3 φ

([
f +

10 + z

a
tan φ

]
H

10κ
− 1.5

)
(2.23)

とかける. また (Fy, Fz)の発散は

∇·(F ) =
1

a cos φ

∂Fy

∂φ
+

∂Fz

∂z

=
−4

3a
exp

(−z

H

)
cos3 φ

{
4p

300κ
+ 1

}

− 1

H
exp

(−z

H

)
cos φ

(
(f + (10 + p) tan φ)

4 cos2 φ

300 ∗ κ
− 1.5 cos2 φ

)

− 1

H

4 cos3 φp

300κ
exp

(
− z

H

)
(2.24)

となる.

残差循環は (1.9),(1.10)よりそれぞれ

v∗ = 20− 1

σ

∂

∂z

(
σ

4 cos2 φ exp zκ
H

40κ
H

exp κz
H

)

= 20− 1

exp
(− z

H

) ∂

∂z

(
H exp

(
− z

H

) cos2 φ

10κ

)

= 20− 1

exp
(− z

H

)
(

H · − 1

H
exp

(
− z

H

) cos2 φ

10κ

)

= 20 +
cos2 φ

10κ
, (2.25)

w∗ = 30 +
1

a cos φ

∂

∂φ

(
cos φ

4 cos2 φ exp zκ
H

40κ
H

exp κz
H

)

= 30 +
1

a cos φ

∂

∂φ

(
H

cos3 φ

10κ

)

= 30 +
1

a cos φ

(
H
−3 cos2 φ sin φ

10κ

)

= 30− 3H sin φ cos φ

10aκ
. (2.26)
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(1.15)と (2.23)から質量流線関数Ψ∗は

Ψ∗ =
2πa cos φ

g

(
20 +

cos2 φ

10κ

)
p (2.27)

と書ける.

2.2 パターン 2: Ω, 温位, z 座標

パターン２は引数に与える鉛直速度および温度がそれぞれΩ(Pa/s), 温位 θ(K) で

ある場合に, 内部で正しく処理されるかをテストしている. 利用する関数の形はパ

ターン 1 と同様である.

2.3 パターン 3: W, 温度, p 座標

パターン 3 は引数に与えた物理量が圧力座標で定義されている場合のテストであ

る. 圧力座標で与えられた場合, モジュール内部で一旦 z 系に変換した後に計算を

行い, 最後にグリッドを圧力座標に戻した値を返すようになっている.
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